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问题 1. 证明讲义中的如下结论: SMO 算法中未经剪辑时 α2 的最优解为

α2 = α∗
2 + y2

(y2 − f(x2)) − (y1 − f(x1))
η

其中 η = K11 + K22 − 2K12.

证明. 由求导推得的结论,
α2 = s(K11 − K12)γ + y2(v1 − v2) − s + 1

η

又

f(x) =
N∑

i=1
α∗

i yixi · x + b∗, vi =
N∑

j=3
α∗

j yjxj · xi + b∗, s = y1y2, γ = α1 + sα2

代入 f(x1) 和 f(x2), 并相减得到

f(x1) − f(x2) =
N∑

i=1
α∗

i yixi(x1 − x2)

= α∗
1y1x1 · (x1 − x2) + α∗

2y2x2 · (x1 − x2) +
N∑

j=3
α∗

j yjxj · (x1 − x2)

= α∗
1y1(K11 − K12) + α∗

2y2(K12 − K22) + (v1 − v2)

= (γ − sα∗
2)sy2(K11 − K12) + α∗

2y2(K12 − K22) + (v1 − v2)

= sy2γ(K11 − K12) − α∗
2y2η + (v1 − v2)

把 v1 − v2 代回 α2 的表达式得到

α2 = s(K11 − K12)γ + y2(f(x1) − f(x2) − sy2γ(K11 − K12) + α∗
2y2η) − s + 1

η

= α∗
2 + y2

(y2 − f(x2)) − (y1 − f(x1))
η

问题 2. 考虑样本的重要性, 给定训练数据集 D = {(xi, yi, pi)}N
i=1, 其中 xi ∈ X ⊆ Rn, yi ∈ Y = {−1, 1},

pi ∈ (0, 1) 为样本 xi 的权重, i = 1, 2, · · · , N . 在考虑基于 D 构建线性支持向量机模型时, 在惩罚项中需
要以

∑N
i=1 piξi 代替

∑N
i=1 ξi.

1. 基于 D 给出线性支持向量机的原始最优化问题.
2. 利用拉格朗日乘子法给出其对偶问题.

证明. 1. 直接按要求替换, 得到

min
w,b,ξ

1
2

∥w∥2 + C
N∑

i=1
piξi

s.t. yi(w · xi + b) ≥ 1 − ξi, i = 1, 2, · · · , N
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2. 引入 Lagrange 乘子 αi, βi ≥ 0, 得到

L(w, b, ξ, α, β) = 1
2

∥w∥2 + C
n∑

i=1
piξi −

n∑
i=1

αi(yi(w · xi + b) − 1 + ξi) −
n∑

i=1
βiξi

对 w, b, ξ 偏导为 0, 得到

w =
n∑

i=1
αiyixi

0 =
n∑

i=1
αiyi

βi = Cpi − αi

代入 L(w, b, ξ, α, β), 计算得

L(w, b, ξ, α, β) = 1
2

∥w∥2 + (Cpi − αi − βi)ξi +
n∑

i=1
αi −

Ç
n∑

i=1
αiyixi

å
· w − b

n∑
i=1

αiyi

= −1
2

∥w∥2 +
n∑

i=1
αi =

n∑
i=1

αi − 1
2

n∑
i=1

n∑
j=1

αiαjyiyjxi · xj

因而对偶问题为

max
α

n∑
i=1

αi − 1
2

n∑
i=1

n∑
j=1

αiαjyiyjxi · xj

s.t.
n∑

i=1
αiyi = 0, 0 ≤ αi ≤ Cpi, i = 1, 2, · · · , N

问题 3. 证明异或问题非线性可分.

证明. 设异或问题是线性可分的, 则存在 w ∈ R2, b ∈ R 使得超平面 w · x + b = 0 满足

w · (0, 0) + b > 0

w · (0, 1) + b < 0

w · (1, 0) + b < 0

w · (1, 1) + b > 0

将式 1 和式 4 相加, 将式 2 和式 3 相加, 得到 0 > w · (1, 1) + b > 0, 矛盾. 因此异或问题非线性可分.
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