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问题 1. 设 X 为一个域, D1, D2, . . . , Dm 是 X 上的一系列分布. 设 H 是 X 上的一个有限二元分类器类,
且 f ∈ H. 假设我们得到一个样本 S, 包含 m 个独立但不同分布的实例；第 i 个实例从 Di 中采样, 然后
yi 被设为 f(xi). 定义 D̄m 为平均值, 即

D̄m = (D1 + · · · + Dm)/m.

固定一个精度参数 ϵ ∈ (0, 1). 证明:

P
[
∃h ∈ H : L(D̄m,f)(h) > ϵ, L(S,f)(h) = 0

]
≤ |H|e−ϵm

提示: 使用算术-几何平均不等式.

证明. L(S, f)(h) = 0 意味着 h(xi) = yi 对所有 i ∈ [m] 成立. 设 pi = PDi
(h(xi) ̸= f(xi)), 则:

L(D̄m,f)(h) = 1
m

m∑
i=1

pi > ϵ

因而, 在 L(D̄m,f)(h) > ϵ 的前提下, 可得:

P
[
L(S,f)(h) = 0

]
=

∏
i∈[m]

PDi
(h(xi) = f(xi)) =

∏
i∈[m]

(1 − pi)

根据算术-几何平均不等式, 我们有:

∏
i∈[m]

(1 − pi) ≤
Ç

1 − 1
m

m∑
i=1

pi

åm

< (1 − ϵ)m < e−ϵm

从而:

P
[
∃h ∈ H : L(D̄m,f)(h) > ϵ, L(S,f)(h) = 0

]
≤ |H|e−ϵm

问题 2. 设 H 是一个二元分类器的假设类. 证明如果 H 是不可知 PAC 可学习的, 那么 H 也是 PAC 可学
习的. 此外, 如果 A 是 H 的一个成功的不可知 PAC 学习器, 那么 A 也是 H 的一个成功的 PAC 学习器.

证明. 由于 H 是不可知 PAC 可学习的, 所以存在一个算法 A 和一个常数 m0, 使得对于所有的 ϵ > 0,
δ > 0, 当 m ≥ m0 时, 有:

P

ï
L(S,f)(h) ≤ ϵ

2
+ min

h′∈H
L(S,f)(h′)

ò
≥ 1 − δ

而 H 是二分类器的假设类, 则存在一个假设 h′ ∈ H 使得 L(S,f)(h′) < ϵ
2 . 于是我们有:

P
[
L(S,f)(h) ≤ ϵ

]
≥ 1 − δ
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问题 3. 给出如下概念的定义:
• PAC 可学习性
• 不可知 PAC 可学习性
• 一致收敛性质, 并解释其中 “一致” 的含义
• 估计误差

证明. • PAC 可学习性: 设 H 是一个假设类, D 是一个分布, S 是从 D 中采样的样本. 如果存在一个
算法 A 和一个常数 m0, 使得对于所有的 ϵ > 0, δ > 0, 当 m ≥ m0 时, 有:

P
[
L(S,f)(h) ≤ ϵ

]
≥ 1 − δ

对于所有的 h ∈ H 和所有的 f ∈ H, 则称 H 是 PAC 可学习的.
• 不可知 PAC 可学习性: 如果 H 是不可知 PAC 可学习的, 则存在一个算法 A 和一个常数 m0, 使得
对于所有的 ϵ > 0, δ > 0, 当 m ≥ m0 时, 有:

P

ï
L(S,f)(h) ≤ ϵ + min

h′∈H
L(S,f)(h′)

ò
≥ 1 − δ

对于所有的 h ∈ H 和所有的 f ∈ D, 则称 H 是不可知 PAC 可学习的.
• 一致收敛性质: 一致收敛性质是指对于所有的假设类 H 和所有的分布 D, 存在一个常数 m0, 使得当
样本大小 m 大于等于 m0 时, 对于所有的假设类中的假设 h, 有:

|L(S,f)(h) − L(D,f)(h)| < ϵ

“一致” 的含义是对于所有的假设类中的假设都成立.
• 估计误差: 估计误差是指在有限样本上理论最小可达误差和最小经验误差之间的差值.

问题 4. 令 A 为满足如下条件的学习算法: 如果 m ≥ mH(ϵ) 则对任一分布 D 有:

ES∼Dm [LD(A(S))] ≤ min
h∈H

LD(h) + ϵ

这里 A(S) 为学习算法 A 基于训练数据集 S 从假设空间 H 中选择的假设. 证明: 对任一 δ ∈ (0, 1)，
如果 m ≥ mH(ϵδ), 则以至少 1 − δ 的概率有:

LD(A(S)) ≤ min
h∈H

LD(h) + ϵ

证明. 我们设:
Y = LD(A(S)) − min

h∈H
LD(h)

则由题目条件可得 E(Y ) ≤ ϵδ. 由 Markov 不等式可得:

P (Y ≥ ϵ) ≤ E(Y )
ϵ

≤ ϵδ

ϵ
= δ

即得到至少有 1 − δ 的概率有:

LD(A(S)) ≤ min
h∈H

LD(h) + ϵ
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